Кольца. Примеры колец. Гомоморфизмы и изоморфизмы колец. Подкольца. Кольцо целых чисел

Для изучения предлагаются понятия кольца, коммутативного кольца и области целосности, гомоморфизма и изоморфизма колец, подкольца, а так же свойства кольца целых чисел. 

п.1. Понятие кольца.

Определение. Алгебра [image: image1.wmf](, , , , 0)
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, где [image: image2.wmf], 
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- бинарные операции, [image: image3.wmf]-

- унарная операция, [image: image4.wmf]0
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 называется кольцом, если выполнены аксиомы.

I. [image: image5.wmf](, , , 0)
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- абелева группа.
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- ассоциативность умножения.

2) законы дистрибутивности: [image: image16.wmf](, , )
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- правый дистрибутивный закон.

[image: image20.wmf](, , , 0)
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- называется аддитивной группой кольца.

Определение. Кольцо [image: image21.wmf](, , , , 0)
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 называется кольцом с единицей [image: image22.wmf]e
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Определение. Кольцо [image: image26.wmf](, , , , 0)
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 называется коммутативным, если [image: image27.wmf](, , )
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Определение. Элементы [image: image29.wmf], 
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 называются делителями [image: image30.wmf]0

, если [image: image31.wmf]000
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Определение. Кольцо [image: image32.wmf](, , , , 0)
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 называется областью целостности, если оно обладает свойствами:

Кольцо [image: image33.wmf](, , , , 0)
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- коммутативно.

Кольцо [image: image34.wmf](, , , , 0)
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 с единицей [image: image35.wmf]e

, где [image: image36.wmf]0
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Кольцо не имеет делителей нуля.

п.2. Примеры колец.

Рассмотрим [image: image37.wmf](, , , , 0)
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. Операции [image: image38.wmf], 
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- бинарная операция на множестве [image: image39.wmf]Z

, операция [image: image40.wmf]-

- унарная операция на множестве [image: image41.wmf]Z

, [image: image42.wmf]0
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, значит [image: image43.wmf](, , , , 0)
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- алгебра. Аксиомы кольца на множестве [image: image44.wmf]Z

 выполнены, это следует из свойств целых чисел, значит [image: image45.wmf](, , , , 0)
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- кольцо. Это кольцо с единицей 1, так как [image: image46.wmf]1
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. Это коммутативное кольцо, так как [image: image49.wmf](, )
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. Это кольцо без делителей нуля. Кольцо целых чисел является областью целостности. 

Пусть [image: image51.wmf]2
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- множество целых чётных чисел, [image: image52.wmf]2
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- алгебра, кольцо без единицы, коммутативное, без делителей нуля, не является областью целостности.
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- проверим, будет ли на множестве [image: image54.wmf](2, , , , 0)
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- кольцо. 
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- бинарная операция на множестве [image: image59.wmf]2
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- бинарная операция на множестве [image: image63.wmf]2
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- унарная операция на множестве [image: image67.wmf]2
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Значит [image: image69.wmf](2, , , , 0)
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- алгебра. 

Аксиомы кольца для данной алгебры выполнены, так как [image: image70.wmf]2
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 аксиомы выполнены (из свойств действительных чисел), значит [image: image72.wmf](2, , , , 0)
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- это кольцо.
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. Кольцо с единицей [image: image76.wmf]10
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- это коммутативное кольцо без делителей нуля, является областью целостности.

Пусть [image: image77.wmf]{|:}
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[image: image85.wmf], 
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- бинарные операции на множестве [image: image86.wmf]K
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- унарная операция на множестве [image: image92.wmf]K
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, [image: image95.wmf]K
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, значит [image: image96.wmf](, , , , )
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- алгебра. Проверим, является ли эта алгебра кольцом. Для этого проверим аксиомы кольца. Равенство [image: image97.wmf]()()
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- равенство функции: [image: image98.wmf](())(())
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 из определения операций. Рассмотрим произведение [image: image99.wmf]xR
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. Аналогично проверяется, что все аксиомы кольца выполнены, значит [image: image106.wmf](, , , , )
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 является кольцом. Это кольцо с единицей [image: image107.wmf]1:1()1
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 (свойство единицы). Это коммутативное кольцо, так как [image: image111.wmf](, )
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. Покажем, что это кольцо с делителями нуля. Пусть [image: image113.wmf]11
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 (равно нулевой функции). Значит [image: image118.wmf]1
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- делители нуля, значит кольцо [image: image120.wmf](, , , , , 1)
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- не является областью целостности.

п.3. Простейшие свойства кольца.

Пусть [image: image121.wmf](, , , , 0)
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- кольцо. Выпишем и проверим аксиомы кольца:
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Доказательство. [image: image124.wmf](, , , 0)
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Доказательство. [image: image129.wmf](, , , 0)
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Доказательство. По закону сокращения в группе, определенной на множестве [image: image135.wmf](, , , 0)
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Доказательство. Следует из свойства 4 групп.

[image: image139.wmf](, )

abK

"Î

 если [image: image140.wmf]0

abab

+=Þ=

, если [image: image141.wmf]0

baab

+=Þ=

. 

Доказательство. Следует из 5 свойства групп.
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Доказательство. Следует из 6 свойства групп.
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Доказательство. Докажем, что [image: image146.wmf]00
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Доказательство. Докажем, что [image: image151.wmf]()
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 (левый дистрибутивный закон). 

Доказательство. Правый дистрибутивный закон: левая часть равна [image: image162.wmf]()(())()()()
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 равна правой части. Аналогично доказывается левый дистрибутивный закон.
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Доказательство. Вычислим сумму [image: image166.wmf]()()()
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п.4. Гомоморфизмы и изоморфизмы колец.

Дано два кольца [image: image168.wmf](, , , , 0)
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 и [image: image169.wmf](, , , , 0)
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Определение. Гомоморфизмом кольца [image: image170.wmf]K

 в кольце [image: image171.wmf]L

 называется функция [image: image172.wmf]:
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Другими словами, гомоморфизм колец – это отображения, сохраняющие все операции кольца. Если [image: image180.wmf]j

- гомоморфизм кольца [image: image181.wmf]K

 в [image: image182.wmf]L

, то [image: image183.wmf]j

- гомоморфизм абелевых групп [image: image184.wmf](, , , 0)
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Теорема. Пусть [image: image186.wmf](, , , , 0)
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Тогда [image: image192.wmf]j

- гомоморфизм колец.
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Определение. Отображение [image: image202.wmf]:
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 обладает свойствами:

[image: image206.wmf]j

- гомоморфизм колец.

[image: image207.wmf]j

- биекция.

Другими словами: изоморфизм – это гомоморфизм, являющийся биекцией.

п.5. Подкольца.

Пусть [image: image208.wmf](, , , , 0)
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Определение. Множество [image: image211.wmf]L
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Множество [image: image215.wmf]L
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Теорема. Пусть [image: image223.wmf](, , , , 0)
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- кольцо, [image: image224.wmf]L
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- алгебра, так как аксиомы выполнены на [image: image241.wmf]K

, то они выполнены и на [image: image242.wmf]L
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- кольцо.

Теорема. Пусть [image: image244.wmf](, , , , 0, 1)

K

K=+´-

- числовое кольцо с единицей 1, тогда оно содержит подкольцо целых чисел.

п.6. Аксиоматическое определение кольца целых чисел.

Алгебраическая система [image: image245.wmf](, , , , 0, 1, )
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 бинарные операции, [image: image247.wmf]-
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 называется системой целых чисел, если выполнены три группы аксиом:

I. [image: image251.wmf](, , , 0)
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Абелева группа [image: image252.wmf](, , , 0)
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Аддитивная группа
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Свойства целых чисел.

Теорема 1. О делении с остатком.
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