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Розділ 1
1. Упорядковані множини
Визначення: Упорядкованою множиною [image: image1.wmf]P

 називається непуста множина, на якої визначене бінарне відношення [image: image2.wmf]£

, що задовольняє для всіх [image: image3.wmf]P
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 наступним умовам:

1. Рефлективність: [image: image4.wmf]x
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2. Антисиметричність: якщо [image: image5.wmf]y
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 й [image: image6.wmf]x
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, те [image: image7.wmf]y
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3. Транзитивність: якщо [image: image8.wmf]y
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 й [image: image9.wmf]z
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Якщо [image: image11.wmf]y
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 й [image: image12.wmf]y
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, то говорять, що [image: image13.wmf]x

 менше [image: image14.wmf]y

 або [image: image15.wmf]y

 більше [image: image16.wmf]x

, і пишуть [image: image17.wmf]y
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 або [image: image18.wmf]x
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Приклади впорядкованих множин:

Множина цілих позитивних чисел, а [image: image19.wmf]y
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 означає, що [image: image20.wmf]x

 ділить [image: image21.wmf]y
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Множина всіх дійсних функцій [image: image22.wmf])
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Визначення: Ланцюгом називається впорядкована множина, на якої для [image: image27.wmf]y
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 має місце [image: image28.wmf]y
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 або [image: image29.wmf]x
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Використовуючи відношення порядку, можна одержати графічне подання будь-якого кінцевого впорядковання множини [image: image30.wmf]P

. Зобразимо кожний елемент множини [image: image31.wmf]P

 у вигляді невеликого кружка, розташовуючи [image: image32.wmf]x

 вище [image: image33.wmf]y

, якщо [image: image34.wmf]y
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. З'єднаємо [image: image35.wmf]x

 й [image: image36.wmf]y

 відрізком. Отримана фігура називається діаграмою впорядкованої множини [image: image37.wmf]P

.

Приклади діаграм упорядкованих множин:
[image: image38.png]



2. Ґрати

Визначення: Верхньою гранню підмножини [image: image39.wmf]X

 в упорядкованій множині [image: image40.wmf]P

 називається елемент [image: image41.wmf]a

 із [image: image42.wmf]P

 , більший або рівний усіх [image: image43.wmf]x

 з [image: image44.wmf]X

.

Визначення: Точна верхня грань підмножини [image: image45.wmf]X

 впорядкованої множини [image: image46.wmf]P

 – це така іі верхня грань, що менше будь-який інший іі верхньої грані. Позначається символом [image: image47.wmf]X
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 і читається «супремум X». 
Відповідно до аксіоми антисиметричності впорядкованої множини, якщо точна верхня грань існує, то вона єдина.

Поняття нижньої грані й точної грані (яка позначається [image: image48.wmf]X

inf

 й читається «інфинум»). Також, відповідно до аксіоми антисиметричності впорядкованої множини, якщо точна нижня грань [image: image49.wmf]X

 існує, то вона єдина.

Визначення: Ґратами [image: image50.wmf]£>
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 називається впорядкована множина [image: image51.wmf]L

, у якому будь-які два елементи [image: image52.wmf]x

 й [image: image53.wmf]y

 мають точну нижню грань, позначувану [image: image54.wmf]y
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, і точну верхню грань, позначувану [image: image55.wmf]y
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.
Приклади ґрат:
1. Будь-який ланцюг є ґратами, тому що [image: image56.wmf]y
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 збігається з меншим, а [image: image57.wmf]y
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 з більшим з елементів [image: image58.wmf]y
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[image: image59.png]0
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Найбільший елемент, тобто елемент, більшого або рівний кожного елемента впорядкованої множини, позначають [image: image60.wmf]1

, а найменший елемент, тобто меншого або рівний кожного елемента впорядкованої множини, позначають [image: image61.wmf]0

.

На ґратах можна розглядати дві бінарні операції:
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Ці операції мають наступні властивості:
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 закони поглинання

Теорема. Нехай [image: image72.wmf]L

 - множина із двома бінарними операціями [image: image73.wmf]×
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, що володіють властивостями (1) – (4). Тоді відношення [image: image74.wmf]b
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) є порядком на [image: image76.wmf]L

, а виникаюча впорядкована множина виявляється ґратами, причому:
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Доказ.

Рефлективність відносини [image: image79.wmf]£

 випливає із властивості (1). Помітимо, що воно є наслідком властивості (4):
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Якщо [image: image82.wmf]b
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, те в силу властивості (2), одержимо [image: image86.wmf]b
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. Це означає, що відношення [image: image87.wmf]£

 антисиметричне.
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, то застосовуючи властивість (3), одержимо: [image: image90.wmf]c
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, що доводить транзитивність відносини [image: image91.wmf]£

.

Застосовуючи властивості (3), (1), (2), одержимо:

[image: image92.wmf]b

a

b

a

a

b

a

a

+

=

+

+

=

+

+

)

(

)

(

,

[image: image93.wmf]b

a

a

b

a

b

b

b

a

b

+

=

+

=

+

+

=

+

+

)

(

)

(

.

Отже, [image: image94.wmf]b
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Якщо [image: image96.wmf]x
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, то використовуючи властивості (1) – (3), маємо:
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По визначенню верхньої грані переконаємося, що 
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Із властивостей (2), (4) випливає, що [image: image101.wmf]a
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Якщо [image: image103.wmf]a
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, то по властивостях (3), (4) одержимо:
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Звідси по властивостях (2) і (4) треба, що 

[image: image106.wmf]b
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Таким чином, [image: image107.wmf]b
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Нехай [image: image108.wmf]L

 ґрати, тоді її найбільший елемент [image: image109.wmf]1

 характеризуються одним із властивостей:

1.[image: image110.wmf]L
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Аналогічно характеризується найменший елемент [image: image114.wmf]L
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3. Дистрибутивні ґрати
Визначення: Ґрати [image: image119.wmf]L

 називаються дистрибутивної, якщо для [image: image120.wmf]L
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 виконується:
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У будь-яких ґратах тотожності (1) і (2) рівносильні. Доказ цього факту втримується в книзі [1], стор. 24.
Теорема: Ґрати [image: image123.wmf]L

 з 0 і 1 є дистрибутивною тоді й тільки тоді, коли вона не містить у 
[image: image124.png]Mewraron Ovauant




Доказ цього факту можна знайти в книзі [2]. 
Далі під словом “ґрати” розуміється довільні дистрибутивні ґрати з 0 і 1 (причому [image: image125.wmf]1
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).

Визначення: Непуста множина [image: image126.wmf]I

 називається ідеалом у ґратах [image: image127.wmf]L

, якщо виконуються умови:
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Визначення: Ідеал [image: image130.wmf]L
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 у ґратах [image: image131.wmf]L

 називається простим, якщо
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Ідеал, породжений множиною Н (тобто найменший ідеал, що містить H), буде позначатися (Н]. Якщо Н = {a}, то замість ({a}] будемо писати (a] і називати (a] головним ідеалом.

Позначимо через I(L) множина всіх ідеалів ґрати L. I(L) будемо називати ґратами ідеалів.
Визначення: Ґрати [image: image134.wmf]=
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 називаються ізоморфними (позначення: [image: image138.wmf]2
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), якщо існує взаємно однозначне відображення [image: image139.wmf]j

, називане ізоморфізмом, множини [image: image140.wmf]1
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4. Топологічні простори
Визначення: Топологічний простір – це непуста множина [image: image144.wmf]X

 з деякою системою [image: image145.wmf]t

 виділених його підмножин, що задовольняє аксіомам:

Порожня множина й сам простір [image: image146.wmf]X

 належить системі [image: image147.wmf]t

: [image: image148.wmf]t
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Перетинання будь-якого кінцевого числа множин з [image: image149.wmf]t

 належить [image: image150.wmf]t

, тобто [image: image151.wmf]t

t

Î

Ç

Þ

Î

B

A

B

A

,

.

Об'єднання будь-якого сімейства множин з [image: image152.wmf]t

 належить [image: image153.wmf]t

, тобто [image: image154.wmf]U
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Таким чином, топологічний простір – це пари <[image: image155.wmf]X

 , [image: image156.wmf]t

>, де [image: image157.wmf]t

 - така множина підмножин в [image: image158.wmf]X

, що [image: image159.wmf]t
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 й [image: image160.wmf]t

 замкнуто щодо кінцевих перетинань і довільних об'єднань. Множини з [image: image161.wmf]t

 називають відкритими, а їхнього доповнення в [image: image162.wmf]X

 замкнутими.

Визначення: Простір називається компактним, якщо в будь-якому його відкритому покритті можна вибрати кінцеве підпокриття.

Визначення: Підмножина простору називається компактним, якщо в будь-якому його відкритому покритті можна вибрати кінцеве підпокриття.

Визначення: Топологічний простір називається [image: image163.wmf]0

T

 - простором, якщо для будь-яких двох різних його крапок існує відкрита множина, що містить рівно одну із цих крапок.
Розділ 2
1. Верхні напівґрати
Визначення: множина називається верхніми напівґратами, якщо sup{a,b} існує для будь-яких елементів a і b.

Визначення: Непуста множина I верхніх напівґрат L називається ідеалом, якщо для будь-яких [image: image164.wmf]L
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 має місце тоді й тільки тоді, коли [image: image166.wmf]I
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Визначення: Верхні напівґрати [image: image167.wmf]L

 називаються дистрибутивної, якщо нерівність [image: image168.wmf]a
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 й [image: image180.wmf]1
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[image: image181.png]Puc.1



 

Деякі найпростіші властивості дистрибутивних верхніх напівґрат дає:
Лема 1:
(*). Якщо <[image: image182.wmf]L

 ,[image: image183.wmf]Ú
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 > - довільні напівґрати, то верхні напівґрати [image: image184.wmf]>
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 дистрибутивна тоді й тільки тоді, коли ґрати [image: image185.wmf]L

 дистрибутивна.
(**). Якщо верхні напівґрати [image: image186.wmf]>
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 дистрибутивна, то для будь-яких [image: image187.wmf]L
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 існує елемент [image: image188.wmf]L
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 є ґратами.
(***). Верхні напівґрати [image: image192.wmf]L

 дистрибутивна тоді й тільки тоді, коли множина [image: image193.wmf])

(

L

I

 є дистрибутивними ґратами. 

Доказ.

(*). [image: image194.wmf]Þ
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, [image: image199.wmf]1
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виходить, напівґрати <[image: image202.wmf]L

 ,[image: image203.wmf]Ú

 > - дистрибутивна.
[image: image204.wmf]Ü

[image: image205.wmf]<[image: image206.wmf]L

 ,[image: image207.wmf]Ú

 > - дистрибутивна. Нехай ґрати [image: image208.wmf]L

 містять діамант або пентагон (мал.2).
[image: image209.png]Puc2




1) Нехай ґрати [image: image210.wmf]L

 містять пентагон, [image: image211.wmf]c

b
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Ú

£

. Потрібно знайти такі елементи [image: image212.wmf]b

a
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0

 й [image: image213.wmf]c
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, щоб виконувалася рівність [image: image214.wmf]1
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=

. Але множина елементів менших b або c складається з елементів {0,b,c} і їхня нижня границя не дасть a. Одержали протиріччя з тим, що <[image: image215.wmf]L

 ,[image: image216.wmf]Ú

 > - дистрибутивна. Виходить, наше припущення невірно й ґрати [image: image217.wmf]L

 не містять пентагона.

2) Нехай ґрати [image: image218.wmf]L

 містять діамант, [image: image219.wmf]c

b
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Ú

£

. Аналогічно, множина елементів менших b або c складається з елементів {0,b,c}, їхня нижня границя не дасть a. Виходить, ґрати [image: image220.wmf]L

 не містять діаманта.

Можна зробити висновок, що ґрати [image: image221.wmf]L

 дистрибутивна.

(**). Маємо [image: image222.wmf]b
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, тому [image: image223.wmf]0
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, де [image: image224.wmf]b
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(по визначенню дистрибутивних напівґрат). Крім того, [image: image225.wmf]a
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 є нижньою границею елементів [image: image226.wmf]a

 і [image: image227.wmf]b

.

Розглянемо ідеали, що містять елемент [image: image228.wmf]a

 і [image: image229.wmf]b

 - [image: image230.wmf]A

 і [image: image231.wmf]B

. Тоді [image: image232.wmf]¹
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 Ø ,тому що [image: image233.wmf]0
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, нижня границя елементів a і b, утримується там.

Покажемо, що I(L) – ґрати, тобто існують точні нижня й верхня грані для будь-яких A і B.

Покажемо, що [image: image234.wmf]B
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 збігається з перетинанням ідеалів A і B. По-перше, [image: image235.wmf]B

A

Ç

 - ідеал. Дійсно, [image: image236.wmf]A
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 й [image: image238.wmf].
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 По-друге, нехай ідеал [image: image239.wmf]A
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 і [image: image240.wmf]B
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. Тоді [image: image241.wmf]B
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, тобто [image: image242.wmf]B
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 - точна нижня грань ідеалів A і B, тобто [image: image243.wmf]B
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Тепер покажемо, що [image: image244.wmf]B

A

Ú

 збігається з перетинанням всіх ідеалів [image: image245.wmf]i
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, що містять A і B. Позначимо [image: image246.wmf]i
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 для [image: image248.wmf]i
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 для [image: image250.wmf]i

"

 [image: image251.wmf]C
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, те C ідеал. По визначенню C він буде найменшим ідеалом, що містить A і B.

(***). [image: image252.wmf]Þ

 Нехай [image: image253.wmf]L

 – верхні дистрибутивні напівґрати. Покажемо, що 
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Зрозуміло, що [image: image259.wmf]y
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. По дистрибутивності, існують [image: image260.wmf]b
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 такі, що [image: image261.wmf]x
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. Т.к. A – ідеал, те[image: image262.wmf]A
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. Аналогічно, [image: image264.wmf]B
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. Точно також, [image: image266.wmf]}
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. Якщо [image: image267.wmf]}
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, то легко показати, що [image: image268.wmf]}
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Довели, що [image: image269.wmf]}
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 - ідеал. Очевидно, він є верхньою гранню ідеалів A і B. Якщо C містить A і B, то C буде містити елементи [image: image270.wmf]b
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 для будь-яких [image: image271.wmf]B
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 Тому [image: image273.wmf]B

A

B

b

A

a

b

a

Ú

=

Î

Î

Ú

}

,

:

{

, оскільки [image: image274.wmf]}
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 є верхньою гранню ідеалів A і B і втримується в будь-який верхній грані.

Тепер покажемо, що виконується рівність:
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Звідси треба дистрибутивність ґрати [image: image293.wmf])
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 – дистрибутивні ґрати, [image: image296.wmf]1
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. Тепер розглянемо ідеали, утворені цими елементами:
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([image: image298.wmf]]
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 ,буде нижньою границею для [image: image299.wmf]]
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, що й доводить дистрибутивність напівґрат [image: image301.wmf]L

. :

2. Стоуновий простір
Визначення: Підмножина [image: image302.wmf]D

 верхніх напівґрат [image: image303.wmf]L

 називається коідеалом, якщо [image: image304.wmf]L
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 з нерівності [image: image305.wmf]a
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 треба [image: image306.wmf]D
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 й [image: image307.wmf]D
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 існує нижня границя [image: image308.wmf]d

множини [image: image309.wmf]}
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, така, що [image: image310.wmf]D
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.

Визначення: Ідеал [image: image311.wmf]I

 напівґрати [image: image312.wmf]L

 називаються простим, якщо [image: image313.wmf]L
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 й множина [image: image314.wmf]I
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\

 є коідеалом.

Надалі нам буде потрібно лема Цорна, що є еквівалентним твердженням аксіомі вибору.

Лема Цорна. Нехай A – множина й X – непуста підмножина множини P(A). Припустимо, що X має наступну властивість: якщо C – ланцюг в <[image: image315.wmf]Í

,

X

 >, те [image: image316.wmf]U
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. Тоді X має максимальний елемент.

Лема 2: Нехай [image: image317.wmf]I

 – довільний ідеал і [image: image318.wmf]D

 – непустий коідеал дистрибутивних верхніх напівґрат [image: image319.wmf]L

. Якщо [image: image320.wmf]Æ
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, то в напівґратах [image: image321.wmf]L

 існує простий ідеал [image: image322.wmf]P

 такий, що [image: image323.wmf]I

P

Ê

 й [image: image324.wmf]Æ
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Доказ.
Нехай X – множина всіх ідеалів в L, що містять I і не пересічних з D. Покажемо, що X задовольняє лемі Цорна.

Нехай C – довільний ланцюг в X і [image: image325.wmf]U
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 для деяких [image: image328.wmf].
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Довели, що M – ідеал, мабуть, що містить I і не пересічний з D, тобто [image: image339.wmf]X
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. По лемі Цорна X має максимальний елемент, тобто максимальним ідеалом P серед утримуючих I і не пересічних з D. 

Покажемо, що P – простій. Для цього досить довести, що L\P є коідеалом. Нехай [image: image340.wmf]Î
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 Помітимо, що [image: image358.wmf]0
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 й [image: image359.wmf]0
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 не лежать в P, тому що в противному випадку [image: image360.wmf]P
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, тому [image: image367.wmf]1
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 - нижня грань елементів a і b, що не лежить в P. :

Надалі, через [image: image368.wmf]L

 будемо позначати дистрибутивні верхні напівґрати з нулем, через [image: image369.wmf])
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множину всіх простих ідеалів напівґрати [image: image370.wmf]L

.
Множини виду [image: image371.wmf]}
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 представляють елементи напівґрат [image: image372.wmf]L
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). Зробимо всі такі множини відкритими в деякій топології.

Позначимо через [image: image375.wmf]SpecL

 топологічний простір, певний на множині [image: image376.wmf])
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. Простір SpecL будемо називати стоуновим простором напівґрат L.

Лема 3: Для будь-якого ідеалу I напівґрати L покладемо:

[image: image377.wmf]}

,

{

)

(

P

I

SpecL

P

I

r

Ë

Î

=


Тоді множини виду [image: image378.wmf])
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 вичерпують всі відкриті множини в стоуновом просторі SpecL.

Доказ.
Потрібно перевірити виконання аксіом топологічного простору. 
1) Розглянемо ідеал, утворений 0. Тоді 
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=

)

0

(

r

. 
2) Візьмемо довільні ідеали [image: image381.wmf]I

 й [image: image382.wmf]J
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Висновок

алгебра множина грань грата топологічний
Дистрибутивні ґрати є одним з основних алгебраїчних об'єктів. У даній роботі розглянута частково впорядкована множина P(L) простих ідеалів. Вона дає нам багато інформації про дистрибутивні ґрати L, але вона не може її повністю охарактеризувати. Тому, для того, щоб множина P(L) характеризувало ґрати L, необхідно наділити іі більше складною структурою. Стоун [1937] задав на множині P(L) топологію. У цій роботі метод розглянутий у трохи більш загальному виді.
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